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摘 要

讨论了一个有关 Euler 函数 φ( n) 的 非 线 性 方 程 φ(mn) = 7φ(m) + 8φ(n) + 16 的 解，利 用 整 数 的 分 解 以 及

Euler 函数 φ(n) 的性质给出了其全部的 52 组解 ．
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0 序 言

n 是一正整数，令 φ( n) 为 Euler 函 数 ． Euler 函

数 φ(n) 是数论中的一类极其重要函数之一，有关 φ
(n) 方程解的研究可以说是数论研究中的一个极富

意义的研究课题之一，引起了不少学者的关注及重

视，也得到了一些结论，如文献［1-6］．
对于形如

φ(ab) = k(φ(a) + φ( b) ) (0. 1)

的 Euler 函数 φ(n) 的线性方程有着一定的研究 ． 文

献［7］讨论了方程(0. 1) 当 k 为素数的情形，给出了

k = 3 时方程(0. 1) 的部分解，而文献［8］给出了 k =
3 方程(0. 1) 的 全 部 解;文 献［9］给 出 了 k = 4 方 程

(0. 1) 的全部解;文献［10］讨论了当 k = 4，6 时方程

(0. 1) 的各自解;文献［11］给出了 k = 5 方程 (0. 1)

的全部解;文献［12］给出了 k = 7 方程(0. 1) 的全部

解;文献［13］给出 了 k = 8 方 程 (0. 1) 的 全 部 解;文

献［14］给出了 k = 9 方程(0. 1) 的全部解 ．
本文将讨论 一 个 有 关 Euler 函 数 φ( n) 的 非 线

性方程

φ(mn) = 7φ(m) + 8φ(n) + 16 (0. 2)

的解 ．

1 定理及其证明

定理 1 方 程 (0. 2) 有 解 (m，n) = (17，32) ，

(17，40 ) ，( 17，48 ) ，( 17，60 ) ，( 32，17 ) ，( 40，

17) ，(48，17) ，(60，17) ，(51，11) ，(51，22) ，(64，

11) ，( 68，11 ) ，( 80，11 ) ，( 96，11 ) ，( 102，11 ) ，

(120，11 ) ，( 123，16 ) ，( 123，20 ) ，( 164，15 ) ，

(165，16 ) ，( 176，15 ) ，( 104，10 ) ，( 112，10 ) ，

(130，8) ，(130，12) ，(144，10) ，(156，10) ，(168，

10) ，(210，8 ) ，( 210，12 ) ，( 15，27 ) ，( 15，54 ) ，

(24，27) ，(30，27) ，(48，15) ，(51，9) ，(51，18) ，

(96，9 ) ，(102，9 ) ，( 120，9 ) ，( 104，12 ) ，( 112，

12) ，(140，8 ) ，( 140，12 ) ，( 156，8 ) ，( 180，8 ) ，

(104，8 ) ，( 112，8 ) ，( 144，8 ) ，( 168，8 ) ，( 40，

10) ，(60，10) ，共 52 组 ．
证明 设 gcd(m，n) = d，则 φ(m) = m1φ(d) ，

φ(n) = n1φ(d) ，其中 m1 ，n1 ∈ Z + ． 由方程 (0. 2) ，

有 φ(d) (dm1n1 － 7m1 － 8n1 ) = 16，从而有 φ(d) =
1，2，4，8，16 ．

情况 1 φ(d) = 1
此时有 dm1n1 － 7m1 － 8n1 = 16 ． 由 φ(d) = 1

时，有 d = 1，2 ．
当 d = 1 时，有 m1n1 － 7m1 － 8n1 = 16，从而有

(m1 － 8) (n1 － 7) = 72，根据因式与因数的所有可

能 的 关 系， 建 立 关 系 式 从 而 得 到
m1 = 9

n1 ={ 79
，

m1 = 10

n1 ={ 43
，

m1 = 11

n1 ={ 31
，

m1 = 12

n1 ={ 25
，

m1 = 14

n1 ={ 19
，

m1 = 16

n1 ={ 16
，

m1 = 17

n1 ={ 15
，

m1 = 20

n1 ={ 13
，

m1 = 26

n1 ={ 11
，
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m1 = 32

n1 ={ 10
，

m1 = 44

n1 ={ 9
，

m1 = 80

n1 ={ 8
．

因当
m1 = 9

n1 ={ 79
，

m1 = 10

n1 ={ 43
，

m1 = 11

n1 ={ 31
，

m1 = 12

n1 ={ 25
，

m1 = 14

n1 ={ 19
，

m1 = 17

n1 ={ 15
，

m1 = 20

n1 ={ 13
，

m1 = 26

n1 ={ 11
，

m1 = 44

n1 ={ 9
时，φ(m) 与 φ(n) 两者中至少

有一个为大于 1 的奇数，即此时方程(0. 2) 无解 ．

当
m1 = 16

n1 ={ 16
时，φ(m) = 16，φ(n) = 16，则

m = n = 17，32，34，40，48，60，从而方程(0. 2) 有解

(m，n) = (17，32) ，(17，40) ，(17，48) ，(17，60) ，

(32，17) ，(40，17) ，(48，17) ，(60，17) ．

当
m1 = 32

n1 ={ 10
时，φ(m) = 32，φ(n) = 10，则

m = 51，64，68，80，96，102，120，n = 11，22，从 而 方

程(0. 2) 有解(m，n) = (51，11) ，(51，22) ，(64，

11) ，(68，11) ，(80，11) ，(96，11) ，(102，11) ，

(120，11) ．

当
m1 = 80

n1 ={ 8
时，φ(m) = 80，φ( n) = 8，则 m =

123，164，165，176，200，220，246，264，300，330，n =
15，16，20，24，30，从 而 方 程 ( 0. 2 ) 有 解 ( m，n) =
(123，16 ) ，( 123，20 ) ，( 164，15 ) ，( 165，16 ) ，

(176，15) ．

当 d = 2 时，有 2m1n1 － 7m1 － 8n1 = 16． 从而有

(m1 － 4)(2n1 － 7) = 44，因而有
m1 = 48

n1 ={ 4
，

m1 = 8

n1 ={ 9
．

m1 = 8

n1 ={ 9
不可能，因此时 φ(n) 为大于 1 的奇数 ． 当

m1 = 48

n1 ={ 4
时，有 φ ( m) = 48，φ ( n) = 4，则 m = 65，

104，105，112，130，140，144，156，168，180，210，n =
5，8，10，12，从 而 方 程 (0. 2 ) 有 解 ( m，n) = (104，

10) ，(112，10) ，(130，8) ，(130，12) ，(144，10) ，

(156，10) ，(168，10) ，(210，8) ，(210，12) ．

情况 2 φ(d) = 2

此时有 dm1n1 － 7m1 － 8n1 = 8 ． 由 φ(d) = 2 时，

有 d = 3，4，6 ．

当 d = 3 时，有 3m1n1 － 7m1 － 8n1 = 8，从而有

(3m1 － 8)(3n1 － 7) = 80，因而有
m1 = 3

n1 ={ 29
，

m1 = 4

n1 ={ 9
，

m1 = 6

n1 ={ 5
，

m1 = 8

n1 ={ 4
，

m1 = 16

n1 ={ 3
．

当
m1 = 3

n1 ={ 29
时，φ(m) = 6，φ(n) = 58，从 而

m = 7，9，14，18，n = 59，118，此时 gcd(m，n) ≠3，

则方程(0. 2) 无解 ．

当
m1 = 4

n1 ={ 9
时，φ(m) = 8，φ(n) = 18，从 而

m = 15，16，20，24，30，n = 19，27，38，54 ． 则 方 程

(0. 2) 有 解 (m，n) = (15，27) ，(15，54) ，(24，

27) ，(30，27) ．

当
m1 = 6

n1 ={ 5
时，φ(m) = 12，φ(n) = 10，从 而

m = 13，21，26，28，36，42，n = 11，22 ． 此时 gcd(m，

n) ≠3，则方程(0. 2) 无解 ．

当
m1 = 8

n1 ={ 4
时，φ(m) = 16，φ(n) = 8，从 而

m = 17，32，34，40，48，60，n = 15，16，20，24，30 ． 则

方程(0. 2) 有解(m，n) = (48，15) ．

当
m1 = 16

n1 ={ 3
时，φ(m) = 32，φ(n) = 6，从 而

m = 51，64，68，80，96，102，120，n = 7，9，14，18 ． 则

方程(0. 2) 有解(m，n) = (51，9) ，(51，18) ，(96，

9) ，(102，9) ，(120，9) ．
当 d = 4 时，有 4m1n1 － 7m1 － 8n1 = 8，从而有

(m1 － 2) (4n1 － 7) = 22，因而有
m1 = 24

n1 ={ 2
． 此时，

φ(m) = 48，φ(n) = 4，从而 m = 65，104，105，112，

130，140，144，156，168，180，210，n = 5，8，10，12 ． 则

方程(0. 2) 有解 (m，n) = (104，12) ，(112，12) ，

(140，8) ，(140，12) ，(156，8) ，(180，8) ．
当 d = 6 时，有 6m1n1 － 7m1 － 8n1 = 8，从而有

(3m1 － 4) (6n1 － 7) = 52，不存在 m1 ，n1 ∈ Z +
使得

其成立，故此时方程(0. 2) 无解 ．
情况 3 φ(d) = 4
此时有 dm1n1 － 7m1 － 8n1 = 4 ． 由 φ(d) = 4，

有 d = 5，8，10，12 ．
当 d = 5 时，有 5m1n1 － 7m1 － 8n1 = 4，从而有

(5m1 － 8) (5n1 － 7) = 76，因而有
m1 = 2

n1 ={ 9
． 此时，
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φ(m) = 8，φ(n) = 36，从而 m = 15，16，20，24，30，

n = 37，57，63，74，76，108，114，126 ． 此 时 gcd ( m，

n) ≠5，则方程(0. 2) 无解 ．
当 d = 8 时，有 8m1n1 － 7m1 － 8n1 = 4，从而有

(m1 － 1) (8n1 － 7) = 11，因而有
m1 = 12

n1 ={ 1
． 此时，

φ(m) = 48，φ(n) = 4，从而 m = 65，104，105，112，

130，140，144，156，168，180，210，n = 5，8，10，12，则

方程 (0. 2) 有 解 (m，n) = (104，8) ，(112，8) ，

(144，8) ，(168，8) ．
当 d = 10 时，有 10m1n1 － 7m1 － 8n1 = 4 ． 从而

可得(5m1 － 4) (10n1 － 7) = 48，因而有
m1 = 4

n1 ={ 1
． 此

时，φ(m) = 16，φ(n) = 4，从而 m = 17，32，34，40，

48，60，n = 5，8，10，12 ． 则方程(0. 2) 有解(m，n) =

(40，10) ，(60，10) ．
当 d = 12 时，有 12m1n1 － 7m1 － 8n1 = 4 ． 从而

可 得(3m1 － 2) (12n1 － 7) = 26，不存在 m1 ，n1 ∈ Z +

使得其成立，故此时方程(0. 2) 无解 ．
情况 4 φ(d) = 8
此时有 dm1n1 － 7m1 － 8n1 = 2 ． 由 φ(d) = 8，有

d = 15，16，20，24，30 ． 计算可得，当 d = 15，16，20，

24，30，对于方程 dm1n1 － 7m1 － 8n1 = 2，不存在 m1 ，

n1 ∈ Z +
使得其成立，故此时方程(0. 2) 无解 ．

情况 5 φ(d) = 16
此时有 dm1n1 － 7m1 － 8n1 = 1 ． 由 φ(d) = 16，

有 d = 17，32，34，40，48，60 ． 计算可得，当 d = 17，

32，34，40，48，60，对于方程 dm1n1 － 7m1 － 8n1 = 1，

不存在 m1 ，n1 ∈ Z +
使得其成立，故此时方程(0. 2)

无解 ． 综上可得本文结论 ．
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Solutions of a Nonlinear Equation on Euler Function
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Abstract
The positive integer solutions of a nonlinear equation φ(mn) = 7φ(m) + 8φ(n) + 16 on Euler function was

discussed． And all the 52 positive integer solutions of that equation were given by integer factorization and the
properties of Euler function φ(n) ．

Key words:Euler function φ(n) ，nonlinear equation，integer factorization，solution．
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